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Résumé. — Ces notes donnent une preuve de la représentabilité de la if -théorie 
invariante par homotopie dans la catégorie homotopique stable des schémas, (résultat 
annoncé par Voevodsky). On en déduit, grâce au théorème de changement de base 
propre en théorie de l'homotopie stable des schémas, un théorème de descente par 
éclatements en _ftr-théorie invariante par homotopie. 

Abstract. — Thèse notes give a proof of the representability of homotopy invariant 
K-theoTj in the stable homotopy category of schemes (which was announced by 
Voevodsky). One deduces from the proper base change thcorem in stable homotopy 
theory of schemes a descent by blow-ups theorem for homotopy invariant K-theoiy. 



Introduction 

La descente par éclatements pour la if-théorie invariante par homotopie a été 
prouvée par C. Haesemeyer |Hae04) pour les schémas de caractéristique nulle. Il 
s'agit de l'un des ingrédients de la preuve de la conjecture de Weibel WeiSO, Question 
2.9], d'annulation de la J-iT-théorie négative au delà de la dimension de Kruh, pour les 
schémas de caractéristique nulle ; voir [CHSWOSj . 

Nous prouvons ici la descente par éclatements pour la X-théorie invariante par 
homotopie pour les schémas noethériens de dimension de KruU finie (sans aucune 
restriction sur la caractéristique). L'argument invoqué ici n'utilise pas de résolution 
des singularités, mais consiste à démontrer un résultat intéressant en soit, annoncé 
par V. Voevodsky |Voe981 Théorème 6.9] : la représentabilité de la if-théorie inva- 
riante par homotopie dans la catégorie homotopique stable des schémas de Morel et 
Voevodsky par le A Gm-spectre KGL. La descente par éclatements en if -théorie 
invariante par homotopie est alors un simple corollaire des théorèmes de changement 
de base lisse et de changement de base propre dans le cadre motivique, démontrés par 
J. Ayoub |Ayo07a] , et légèrement généralisés dans CD09^. 

Pour terminer ces notes, en utilisant le fait que la if-théorie non-connective est 
invariante par homotopie modulo la p-torsion pour les schémas de caractéristique 
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p > 0, on en déduit, sous l'hypothèse de l'existence d'une résolution des singularités 
locale pour les /c-schémas de type fini, la conjecture de Weibel en caractéristique 
positive modulo p-torsion (d'après T. Geisser & L. Hesselholt IGHlOj . ainsi que 
A. Krishna (KriOQj . on peut aussi avoir des résultats à coefBcients entiers, mais sous 
l'hypothèse de l'existence d'une résolution des singularités globale). 

Dans ce qui suit, tous les schémas seront noethériens, de dimension de KruU finie. 

1. Spectres invariants par homotopie 

1.1. — Si E est un S'^-spectre, on notera 7r„(i5^) son n-ème groupe d'homotopie 
stable. Lorsque nous aurons envie de d'insister sur le point de vue cohomologique, 
nous écrirons 

=7r_„(S). 

1.2. — Soit S un schéma. On considère la catégorie £{S) des préfaisceaux simpli- 
ciaux sur la catégorie des S'-schéma lisses, munie de la structure de catégorie de 
modèles projective (voir par exemple [Ayo07b[ Proposition 4.4.16]). On désigne par 
£,{S) sa variante pointée. On note Spgi{S) la catégorie de modèles stable des S^- 
spectres (symétriques) dans £»{S) (ou encore, de manière équivalente, la catégorie 
de modèles projective des préfaisceaux en S^-spectres (symétriques) sur la catégorie 
des S'-schémas lisses). La catégorie homotopique correspondante Ho{Spgi{S)) est ca- 
noniquement munie d'une structure de catégorie triangulée engendrée par ses objets 
compacts. Une famille génératrice est donnée par la collection des (suspensions des) 
objets de la forme T,°°{X+), oh X parcourt la classe des S'-schémas lisses. Si E est 
un S'^-spectre dans £,{3), on note, pour tout entier n et pour tout S'-schéma lisse X, 

H-{E{X)) HomHo(5p,,(S))(S°°(^+),S"i?) 

le n-ème groupe de cohomologie de X à coefBcients dans E. Un morphisme E — > F 
de 'H.o{Spgi{S)) est un isomorphisme si et seulement si, pour tout S-schéma lisse X, 
et pour tout entier n, il induit un isomorphisme de groupes abéliens H"'{E{X)) ~ 
H"{F{X)). 

On dispose aussi de la sphère de Tate 

T = 51 A G„ 

(où le groupe multiplicatif G„i est considéré ici comme un préfaisceau pointé par 1). 

1.3. — Un préfaisceau en S'^-spectres E est dit invariant par homotopie si, pour 
tout S'-schéma lisse X, et pour tout entier n, la projection X x — > X induit un 
isomorphisme 

H'\E{X)) ~ H'^iEiX X A^)) . 

On note 'H.OA^{Spgi{S)) la sous-catégorie pleine des S^-spectres invariants par ho- 
motopie. Cette dernière catégorie peut être décrite comme une localisation de la 
catégorie triangulée Ho(Sp 51 (S)) comme suit. Désignons par A la sous-catégorie loca- 
lisante (i.e. stables par petites sommes quelconques, par suspensions et cosuspensions, 
ainsi que par extensions) de ïlo(Spgi{S)) engendrée par les cônes des morphismes 
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T,°°{X X A;^) — y T,°°{X+) (induits par les projections X x — > X). Alors le 
foncteur vers le quotient de Verdier correspondant 

noisps.is)) no{Sps.{S))/A 

admet un adjoint à droite pleinement fidèle dont lïmage essentielle est précisément 
la sous-catégorie pleine de 1îo{Spgi{S)) formée des ^^-spectres invariants par homo- 
topie. On peut calculer l'adjoint à gauche du foncteur d'inclusion 

i : HoAi(5psi(5)) no{Sps.{S)) 

de la manière suivante. On rappelle que l'on dispose d'un S-schéma cosimplicial Ag 
défini par 

A'^ = 5 X Spec (Z[to, • • • , i„]/(to + ■ • ■ + t„ - 1)) , 
et qu'on a des isomorphismes (non canoniques) Ag ~ Ag. Si E est un préfaisceau de 
/S^-spcctres sur la catégorie des ^-schémas lisses, on note R^i {E) le 5^-spectre défini 
par la formule 

Ra^{E) ^ Llii^RHom(S°°(Ag+),£;) 

n 

ofi RHom désigne le hom interne de la catégorie îlo(Spc;i{S))). On vérifie immédia- 
tement que -Rai (E) est invariant par homotopie, et que le foncteur iî^i est l'adjoint 
à gauche du foncteur d'inclusion ci-dessus. Autrement dit, le morphisme canonique 

E^R^riE) 

est le morphisme universel de E vers un préfaisceau de 5^-spectres invariant par 
homotopie. 

On dira qu'un morphisme de 'H.o{Spgi{S)) est une -équivalence si son image 
par le foncteur iî^i est un isomorphisme. On peut donc décrire la catégorie 
H.OAi{Spgi{S)) comme la locaHsation de la catégorie llo{Spgi{S)) par la classe des 
A^-équivalences (le fonceur R^i étant alors le foncteur de localisation canonique). 

Lemme 1.4- — Soit C un objet compact de 'H.o{Sp gi (S)) . Le foncteur 

RHom(C,-) : Ho{Spsi{S)) B.o{Spsi{S)) 

respecte les A^ -équivalences. En particulier, pour tout préfaisceau de -spectres E, 
on a un isomorphisme canonique 

Rai (RHom(C, E)) ~ RHom(C, Ra^ {E)) . 

Démonstration. — Pour un 5-schéma lisse X et un préfaisceau de S^-spectres E, on 
notera 

E^ = RHom(E°°(X+), E) . 

Pour tout préfaisceau de S^-spectres E, la projection A^ — > S induit une A^- 
équi valence 

E — > E^'s . 

En effet, le morphisme de multiplication /x : Ag x s A^ — > Ag induit un morphisme 
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d'où un morphisme 

h : E°°(Ai; + ) E^s — y ^ 

lequel est une A^-homotopie de l'identité de E-'^ avec le morphisme composé 

E^s — ^ E — > E^s . 

Désignons par A' la sous-catégorie localisante de lîo{Spsi{S)) engendrée par les 
cônes de morphismes de la forme C — > , pour C un objet compact. La remarque 
précédente montre que A' <Z A (où A est la sous-catégorie localisante introduite au 
numéro ri. 3p . On a en fait l'égalité A = A' . En effet, le morphisme de multiplication 

E-(Ai+)Al]°°(Ai+)->E-(A^ + ) 

induit un morphisme 

I]°°(Ai+)^E-(A^+)^^ 
lequel est une A^-homotopie (en termes d'espace des chemins) de l'identité de 
I]°°(Ag_|_) avec le morphisme composé 

E-(A^+) ^ I]°°(5+) S°°(Ai +) . 

Le même type de considérations montre plus généralement que, pour tout entier n > 0, 
et pour tout objet compact C de ïio{Sp gi{S)), le cône du morphisme canonique 
C — > C'^s est dans A = A' . Étant donné que S]°°(Ag_|_) est compact, et que les 
objets compacts de ïi.o{Spgi{S)) sont stables par produit tcnsoriel (smash produit), 
le foncteur E i — > E^s commute aux sommes quelconques, d'où l'on déduit que la 
classe A! contient en fait tous les cônes de morphismes de la forme E — > E-^s . 

Soit C un objet compact de 'Ro{Spgi (S)). Pour montrer que le foncteur correspon- 
dant RHom(C, — ) respecte les A^-équivalences, il suffit donc à présent de vérifier que 
ce foncteur envoie A' dans A'. Soit E un objet de tio{Spgi{S)). On vérifie aussitôt 
que 

RHom(C,£;'^s) ^ miom{C,E)^'^ , 
d'où on déduit la premère assertion du lemme. 

Considérons à présent deux objets C et i? de lîo{Sp gi {S)) , avec C compact. Les 
A^ -équivalences étant stables par produit tensoriel, le spectre RHom(C, -Rai {E)) est 
invariant par homotopie, ce qui implique que le morphisme canonique 

RHom(C, E) — > RHom(C, Rai (E)) 

induit un morphisme non moins canonique 

R^i (RHom(C, E)) — > RHom(C, R^i (E)) . 

Le fait que ce dernier soit un isomorphisme résulte du fait que le morphisme évident 
RHom(C, i?) — > RHom(C, iÎAi (-£')) est une A^ -équivalence, ce qui se voit de la 
manière suivante : l'objet C étant compact dans une catégorie homotopique stable, le 
foncteur RHom(C, — ) commute aux colimites homotopiques, et donc ce morphisme 
est une colimite homotopique de morphismes de la forme 

RHom(C, E) — > RHom(C, E^"^ ) , 

lesquels sont tous des A^-équivalences. □ 
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2. Représentabilité de la A'-théorie invariante par homotopie 

2.1. — On note K l'objet de 'Ro{Spsi{S)) représentant la if-théorie au sens de 
Thomason et Trobaugh [TT90I Définition 3.1] (laquelle, d'après |TT90l Proposition 
3.10], coïncide avec celle de Quillen pour les schémas admettant une famille ample 
de fibrés en droites, en particulier, pour les schémas affines). On a donc, pour tout 
S'-schéma lisse X, un isomorphisme canonique de groupes abéliens 

HomHo(Sp,i(s))(S"S°°(X+),if(X)) ~ K^{X) 

(avec Kn{X) = si n < 0). Le spectre de if-théorie est un spectre en anneaux 
(un monoïde commutatif dans ~iiio{Sp gi{S))) via le produit tensoriel (dérivé) des 
complexes parfaits. 

On définit la K-théorie invariante par homotopie naïve K par la formule 

K = Rai (K) . 

La structure de spectre en anneaux sur K induit canoniquement une telle structure 
sur IK, de telle façon que le morphisme canonique K — > K soit un morphisme de 
spectres en anneaux. 

On choisit une présentation du groupe multiplicatif 

G„ = S* X SpecZ[i,t-^] , 

et on note b £ Ki{Gm) la classe associée à la section inversible t, laquelle correspond 
à un morphisme 

b:T = AGm^ RO°°(if) 

dans Ho(é:.(5)). 

On dispose alors du cup produit par la classe /3 en if-théorie et en if -théorie 
invariante par homotopie naïve. 

6U : T if Ka'^K^K 
bU-.TA'^K K K ^ K 

2.2. — Considérons à présent un spectre E dans 'iio{Spgi {S)), muni d'un morphisme 
w : T E — > E. A une telle donnée, nous allons associer deux nouveaux spectres, 
notés respectivement E^ et i?", et nous verrons ensuite qu'ils sont A^-équivalents ; 
voir le corollaire 12. 71 

On commence par la construction de Bass-Thomason- Trobaugh E^ . Nous allons 
construire par récurrence une famille de morphismes 

E — Fq — > F_i — > ■ ■ ■ — ¥ Fk — > Fk-i — > ■ ■ ■ . 

Pour un objet C de llo{Spsi{S)), on note V{C) l'objet défini par le carré homotopi- 
quement cocartésien suivant. 

C ^ RHom(S°°(A^ _^), C) 



RHom(E°°(Ai ^),C) ^V{C) 
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Par fonctorialité, le carré commutatif 

Gm >- Ag 

induit un carré commutatif 

C 

RHom(S°° ( + ) , C) > RHom(S°° (G„+ ) , C) 

et par là, un morphisme canonique 

ViC) RHom(5]°°(G„+),(7) . 

On note U{C) la fibre homotopique de ce dernier, ce qui donne, par définition, un 
triangle distingué canonique 

U{C) V{C) RHom(E°°(G„+),C) SC/(C) . 

Si en outre on dispose d'un morphisme ip : T C — > C, alors, pour tout objet A 
de H.o{Spgi{S)), on a un morphisme canonique 

T RHom(A, C) — > RHom(A, C) 

correspondant par adjonction à l'image par le foncteur RHom(j4, — ) du morphisme 
C — > RHom(r, C) induit par ip. 

RHom(y4, C) — > RHom(A, RHom(r, C)) ~ RHom(T A, C) 

Cette construction étant fonctorielle en A (et le smash produit par T commutant aux 
colimites homotopiques) , on en déduit alors des morphismes naturels 

T A^ V{C) V{C) et T A^ U{C) — ^ U{C) . 

Le morphisme (p permet en outre de produire un morphisme canonique 

C U{C) 

obtenu comme le morphisme compose 

C RHom(T,C) C S"^(RHom(I]°°(G„+), C)) — ^ S-^EC/(C) = U{C) 

{où C — > RHom(T, C) est obtenu par transposition de (p). Nous pouvons alors 
définir Fk par la formule 

Fk-i = U{Fk) . 

On définit enfin la construction de Bass-Thomason-Trobaugh E^ par la formule 

= Llii^F_„ . 

n>0 

On a alors, par construction, un morphisme canonique 



-RHom(S°°(Ai ),C) 
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La construction de iJ" est plus directe : on pose 

= Llini RHom(T^", E) . 

n>0 

On a aussi, par construction, un morphisme canonique 

E — > EK 

On a, de manière tautologique (en regard de la construction donnée dans |TT90[ 
preuve du lemme 6.3]), le résultat de représentabilité suivant. 

Proposition 2.3. — Le spectre représente la K -théorie de Bass-Thomason- 

Trobaugh. Autrement dit, pour tout S-schéma lisse X , et pour tout entier n, on a 
un isomorphisme de groupes abéliens 

HomHo(5p,,(S))(S"S°°(X+),i^«) ^ K^{X), 

où K^{X) désigne le n-ème groupe de K -théorie de Bass au sens de Thomason et 
Trobaugh |TT90[ Définition 6.4]. 

2.4- — Le spectre de K-théorie invariante par homotopie (au sens de Wei- 
bel |Wei89L[TT9Ô] ;i est, par définition : 

KH = Rp^i{K^). 

On a donc, pour tout S'-schéma lisse X, et tout entier n, un isomorphisme de groupes 

HomHo(5p,i(S))(S"S°"(^+),i^'^) - KHr^iX). 

Afin de comprendre la if-théorie invariante par homotopie au sein de la théorie de 
l'homotopie des schémas, nous allons comparer le spectre KH et le spectre KK 

Proposition 2. 5. — Sous les hypothèses de 12.21 si E est invariant par homotopie, 
alors il en est de même de E^ et de E'^ , et on a alors un isomorphisme canonique 

E"" c^eK 

Démonstration. — Les spectres invariants par homotopie forment une sous-catégorie 
localisante de H.o{Spgi{S)), et, si un spectre F est invariant par homotopie, il en est 
de même de RHom(C, F) pour tout objet C de iio{Spgi {S)). On en déduit aussitôt, 
par examen des constructions de E^ et de E'^, que ces derniers sont invariants par 
homotopie dès que c'est le cas pour E. 

Si C est invariant par homotopie, on voit immédiatement que l'objet V{C) construit 
au numéro 12.21 est canoniquement isomorphe à C, de sorte que le triangle distingué 

U{C) ^ V{C) — ^ RHom(I]°°(G„+),C) Y.U{C) 

s'identifie au triangle distingué 

RHom(r, C) — >C — > RHom(S°^(G„+), C) — > ERHom(T, C) 

(correspondant à la décomposition I]°°(Gm+) — I]°°(5+) V E^^T). Si, en outre, on a 
un morphisme T C — > C, sous ces identifications, le morphisme C — > U{C) n'est 
autre que le morphisme C — > RHom(r, C) induit par adjonction. En appliquant ce 
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qui précède aux objets C = RHom(r'^", E), on en déduit que les spectres et E'^ 
sont canoniquement isomorphes. □ 

Proposition 2.6. — Soient E et F deux objet de ïio{Spgi{S)), munis de mor- 
phismes w : T E — > E et w' : T a'-' F — > F . On suppose donné un morphisme 
(fi : E — > F tel que le carré suivant commute. 

T E ^ TA^ F 



E- 



Cela résulte immédiatement du lemme 11.41 □ 
Sous les hypothèses de 12.21 on a des isomorphismes canoniques 



Si le morphisme <~p : E — > F est une -équivalence, alors il en est de même des 
morphismes induits (p^ : E^ — > F^ et ip^ : E^ — > F"^ . 

Démonstration. 

Corollaire 2.7. — 
dans 110(5^51 (5)) ; 

Démonstration. — Comme E^ — 5- Ra'^{E)^ (resp. E"^ — > Ra^{EY) est une A^- 
équivalence dont le but est invariant par homotopie, son image par le foncteur Ra^ 
est un isomorphisme de même but (à isomorphisme canonique près). Ce corollaire 
résulte donc de l'identification de Ra^{E)^ et de Ra^{E)^. □ 

Corollaire 2.8. — // existe des isomorphismes canoniques 

2. 9. — On rappelle qu'un préfaisceau de S'^-spectres E sur la catégorie des ^-schémas 
lisses a la propriété de descente relativement à la topologie de Nisnevich si, pour tout 
carré cartésien de S'-schémas lisses 



U XxV 



U 



V 



X 



avec j une immersion ouverte, et / un morphisme étale, induisant un isomorphisme 
f~^{X — U)red — {X — J7)red, le Carré commutatif 



E{X) 



E{V) 



E{U) ^E{U xx V) 

est homotopiquement cartésien. 

On vérifie facilement que si E vérifie la propriété de descente relativement à la 
topologie de Nisnevich, alors il en est de même de RHom(C, E) pour tout préfaisceau 
de S'^-spectres C (il suffit de le vérifier dans le cas 011 C = pour X lisse 
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sur S). En outre, les préfaisceaux de S'^-spectres vérifiant la propriété de descente 
relativement à la topologie de Nisnevich forment une sous-catégorie localisante de 
Ho{Sp gi (S)) . Cela implique que, si E vérifie la propriété de descente relativement à 
la topologie de Nisnevich, il en est de même de Rai{E), ainsi que, lorsque cela a un 
sens, de et de EK 

Corollaire 2.10. — Le spectre vérifie la propriété de descente relativement à la 
topologie de Nisnevich. 

Démonstration. — En vertu des théorèmes d'excision et de localisation |TT90[ 7.1 
et 7.4], on sait déjà que le spectre (et donc aussi, d'après ce qui précède, KH) 
vérifie la propriété de descente relativement à la topologie de Nisnevich (on pourrait 
aussi invoquer directement |TT90I Théorème 10.8]). Le corollaire résulte donc de 
l'identification de avec KH. □ 

2.11. — Soit SprpSpgi{S) la catégorie des T-spectres dans la catégorie Spgi{S). Les 
objets de Spj'Spgi{S) sont des collections E = {En,crn)n>o, où, pour n > 0, i?„ est 
un objet de Spgi{S), et an : T A En — > En+i est un morphisme de S'^-spectres. 
On définit, à partir de la structure de catégorie de modèles stable sur Spgi{S), une 
structure de catégorie de modèles T-stable sur SprpSpgi{S), de sorte la catégorie 
homotopique 'H.o{Spj^Spgi{S)) est canoniquement munie d'une structure de catégorie 
triangulée ; voir [HovOlL |Ayo07b| . On note 

: SprSpsiiS) SpgiiS) 

le foncteur d'évaluation en zéro E i — > Eq. C'est un foncteur de Quillen à droite, et 
donc, sont adjoint à gauche, 

j:^ -.SpsiiS)-^ Sp^Spsiis) 

est un foncteur de Quillen à gauche. On a donc une adjonction dérivée : 

LE?? : Ho(5psi (S)) ^ UoiSp^Bpsi (S)) : R^l^ . 

Par construction de lîo{SprpSpgi (S)), le smash produit par T est une équivalence de 
catégories, ce qui donne un sens à l'expression T^" a'^ E pour tout entier n < 0. Étant 
donnée une propriété P portant sur les objets de 110(5^51(5)), on dira qu'un objet 
E de îio{SprpSpgi{S)) a la propriété V si, pour tout entier n < 0, le préfaisceau en 
5'^-spectres Rn^{T^"- A^ E) a la propriété V dans Ho(5psi (5*)). 

On désigne par S'H{S) la sous-catégorie pleine de llo{SprpSpgi{S)) formée des 
objets vérifiant la propriété d'invariance par homotopie ainsi que la propriété de des- 
cente relativement à la topologie de Nisnevich. On vérifie aisément (par comparaison 
des propriétés universelles) que la catégorie S'H{S) est canoniquement équivalente 
à la catégorie homotopique stable des schémas construite en termes de T-spectres 
ou encore de P^-spectres dans la littératutre |JarOOl IRioOTal | Ayo07b| . Le fonc- 
teur d'inclusion S'H{S) — Jio{Spj^Spsi{S)) admet un adjoint à gauche que nous 
noterons 

7 : 11o{SptSpsi (5)) — > Sn{S) . 
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2.12. — Soit E un préfaisceau de S'^-spectres sur la catégorie des S'-schémas lisses, 
muni d'un morphisme w : T A E — > E. On lui associe un T-spectre 

E_ = {En, <Jn)n>0 

en posant En — E et an = w pour tout n > 0. Le morphisme w induit un morphisme 

w:TA^E — >E 

dans Ho{Spj'Spgi{S)), lequel s'avère être un isomorphisme. En outre, on a alors un 
isomorphisme canonique 

E^ ~ iin^{E) 

dans la catégorie llo{Spgi{S)) (cela résulte par exemple de |Hov01[ Propositions 4.6 
et 4.7], ou bien encore de |Ayo07bl Théorème 4.3.61]). Il en découle que, étant donnée 
une propriété raisonnable P des objets de llo(Spgi {S)) (par exemple, la propriété de 
descente pour une topologie t, ou bien la propriété d'invariance par homotopie), pour 
que E_ vérifie la propriété V en tant qu'objet de ïIo{SprpSpgi{S)), il faut et il suffit 
que E"^ vérifie la propriété V en tant qu'objet de 'H.o{Spgi{S)). 

En considérant le spectre de if-théorie (resp. le spectre de K-théorie invariante 
par homotopie naïve) muni du cup produit par la classe u (cf. 12. ip , on obtient donc 
un objet (resp. K ) dans ïio{SprpSpgi{S)). On a ainsi des isomorphismes : 

~ n^iK) et KH c^K^ ^ ^riK) ■ 

On remarque que, en vertu des corollaires 12.71 et I2.10[ le T-spectre vérifie les 
propriétés de descente relativement à la topologie de Nisnevich et d'invariance par 
homotopie, et qu'il représente la if-théorie invariante par homotopie dans SH^S). 
On définit par ailleurs le T-spectre de if-théorie KGL par la formule 

KGL = i{K). 

Remarque 2.13. — Le T-spectre KGL correspond au spectre de if -théorie en théo- 
rie de l'homotopie des schémas considéré habituellement |Rio07bl IRioOQl IPPROTt 

IS0O9| , ce que l'on peut observer de la manière suivante. 

Lorsqu'on travaille localement pour la topologie de Nisnevich (en fait, Zariski suffit) 
et modulo -équivalence, on a l'identification A G,„ ~ (où P^ est considéré 
comme un espace pointé). Cela permet de décrire la catégorie S'H{S) en termes de P^- 
spectres; cf. |Ayo07bl Théorème 4.3.40]. Le spectre KGL — ^{K) correspond dans 
S'H{S) au P^-spectre de if-théoric usuel, noté ici JC, obtenu à partir du morphisme 
pointé P^ — > Rr2°°(if) correspondant à la classe (5 = [Cpi] ^ [Cpi(~l)] dans 
Pic(pi). 

/3 : pi — > P°° ~ BGm — ^ Z X BGLoo ^ Rf7°°(if) 

(les identifications ci-dessus ont lieu dans la catégorie homotopique (instable) de Morel 
et Voevodsky |MV99[ Propositions 3.9 et 3.10, page 139], et sachant que la if -théorie 
de Thomason-Trobaugh et la if -théorie de Quillen coïncident localement pour la 
topologie de Zariski). Autrement dit, IC est défini comme le P^-spectre périodique 
déterminé par le cup produit par la classe /3 

: P^ if — > K. 
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Pour voir que l'identification ~ S"^ A G™ identifie (au signe près) le morphisme 
fi ci-dessus avec le morphisme b introduit au numéro 12. 1[ il suffit de traiter le cas 
ovl S = Spec Z (en utilisant par exemple |MV99[ Propositions 3.14, page 140]). Or, 
dans ce cas, chacun de ces deux morphismes correspond au choix d'un générateur de 
la partie libre du groupe abélien 

Ki{Z[t,r'^]) ~ {unités de ï[t,r'^]} ~ {unités de Z} © Z ~ Z/2Z® Z. 

Ainsi, l'équivalence de catégories entre la catégorie homotopique stable des T-spectres 
et la catégorie homotopique stable des P^-spectres envoie KGL sur K,. 

Proposition 2.H. — Les T-spectres KGL et I(_ sont canoniquement isomorphes 
dans S'H{S). 

Démonstration. — Comme S£ vérifie les propriétés de descente relativement à la 
topologie de Nisnevich et d'invariance par homotopie, on a un isomorphisme canonique 
liML) — M.- Le morphisme K_ — > M_ étant une A^-équivalence terme à terme, 
il induit, d'après |Ayo07bl Lemme 4.3.59], un isomorphisme après application du 
foncteur de localisation 

KGL = -i{K) ~ 7( ) ~ K , 
ce qui implique l'assertion. □ 

Théorème 2.15 (Voevodsky). — Le T -spectre KGL représente la K -théorie in- 
variante par homotopie dans S'H{S) : pour tout S-schéma lisse X , et tout entier n, 
on a un isomorphisme de groupes 

Hom5„(s)(S"S??(X+), KGL) ^ KH„iX) . 

Démonstration. — Cela découle aussitôt de la proposition précédente et de 12.121 □ 

Remarque 2.16. — Ce théorème de représentabilité permet de décrire la iiT-théorie 
invariante par homotopie comme la théorie cohomologique orientée universelle avec 
loi de groupe formelle multiplicative ; voir [ S0O9ilPPRÔ7] . Il permet aussi de décrire 
la ii'-théorie invariante par homotopie comme la théorie cohomologique représentée 
par le T-spectre de Snaith dans SU ; voir |S0O9i [GSSÔ] . 

Remarque 2.17. — Bien que le théorème l2.15l montre que le T-spectre de iT-théorie 
KGL représente la iîr-théorie invariante par homotopie dans S'H{S), lorsque S n'est 
pas régulier, nous ne savons rien de ce que l'objet Z x EGL^o représente dans la 
catégorie homotopique instable 7^(5*) (on s'attend cependant à ce que cela ait un 
rapport avec la if -théorie de Karoubi-Villamayor). 

Corollaire 2.18. — Si q>l est nilpotent dans Os, alors, pour tout S-schéma lisse 
X , et pour tout entier n, on a un isomorphisme de groupes 

Hom5«(S)(S"S??(X+), KGL) ® Z[l/q] ~ K^{X) ® Z[l/<z] . 



Démonstration. — Il s'agit d'une conséquence immédiate du théorème précédent et 
de iTT90[ Théorème 9.6]. □ 
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3. Descente par éclatements abstraits 

3.1. — En vertu de [AyoOTbl Section 4.5], les catégories homotopiques stables 
S'H{S) forment un 2-foncteur homotopique stable STi au sens de |Ayo07â| Définition 
1.4.1] (et même un dérivateur algébrique homotopique stable au sens de |Ayo07a[ 
Définition 2.4.13]). Etant donné un morphismc de schémas / : S" — > S, on a donc 
un couple de foncteur adjoints 

Lf* : sn{s) ^ sn{s') ■. r/, 

(avec L/* adjoint à gauche de R/*). Le foncteur Lf* est essentiellement déterminé 
par le fait qu'il commute aux colimites homotopiques et qu'il correspond au foncteur 
de changement de base par / : pour tout S'-schéma lisse X, en posant X' = S' Xs X, 
on a : 

Lrs?f(x+) = s??(x;). 

Lorsque / est en outre lisse, le foncteur L/* a aussi un adjoint à gauche 

L/tj : SH{S') Sn{S) 
essentiellement déterminé par le fait que, pour tout 5'-schéma lisse X, on a, 

L/(tE5?(X+) = T.'^{X+) . 
Nous utiliserons de manière essentielle les faits suivants. 

Théorème 3.2 (Localisation). — Soit i : Z — > S une immersion fermée, d'im- 
mersion ouverte complémentaire j : U — > S. Pour tout objet E de SH{S), le carré 
commutatif 

Lj„Lr(i?) 



^'R.iM*[E) 

est homotopiquement cocartésien. Autrement dit, on a alors un triangle distingué 
canonique 

Lj^LfiE) -^E ^ RiM*{E) — ^ SLjjLj*(£;) . 

En outre, les foncteurs 

Ljtj : Sn{U) SH{S) et Ri, : Sn{Z) SH{S) 

sont pleinement fidèles. 
En particulier, le foncteur 

(Lj*,Li*) ; SH{S) Sn{U) x 5H(Z) 

est conservatif. 

Démonstration. — Voir |Ayo07bl Section 4.5.3]. □ 

Corollaire 3.3. — Pour tout schéma X, l'immersion fermée i : Xj-cd — > X induit 
une équivalence de catégories 

Lr : sn{x) sn{x,^d) . 
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème précédent, puisque l'ou- 
vert complémentaire de l'immersion fermée i est vide (sachant que S'H{0) ~ 0). □ 

Théorème 3-4 (Changement de base lisse). — Pour tout carré cartésien dans 
la catégorie des schémas, 




si le morphisme v est lisse, alors, pour tout objet E de S'H{Y'), le morphisme cano- 
nique 

Lwtt Lq*{E) — > Lp* LviiE) 
est un isomorphisme dans S'H{X). 

Par transposition, pour tout objet E de S'H{X), le morphisme canonique 

Lu* Hp^iE) — > Rq* luU*{E) 
est un isomorphisme dans ST-LlY'). 

Démonstration. — Voir [AyoOTbl Proposition 4.5.48]. □ 

Théorème 3.5 (Changement de base propre). — Pour tout carré cartésien de 
schémas, 

X' 




si le morphisme p est propre, alors, pour tout objet E de S'H{X), le morphisme 
canonique 

Lu* Ilp^{E) — ^ Rq, ï.u*{E) 
est un isomorphisme dans ST-LlY'). 

Démonstration. — Voir |Ayo07a] Corollaire 1.7.18] pour le cas oùp est projectif. Le 
cas général en découle grâce au lemme de Chow ; voir jCD09[ Proposition 2.3.11]. □ 

3.6. — On rappelle qu'un morphisme de schémas p : X' — > X est un éclatement 
abstrait de centre Z si p est propre, et si Z est un sous-schéma fermé tel que le 
morphisme induit 

p-l(X-Z),ed (^-^)rcd 

soit un isomorphisme. La topologie cdh est la topologie de Grothendieck sur la 
catégorie des schémas engendrée par les recouvrements cdh et par les recouvrements 
de la forme ZUX' — ¥ X pour tout éclatement abstrait X' — > X de centre Z. Nous 
renvoyons le lecteur à S VOO. Lemme 5.8 et Proposition 5.9] (dont les énoncés et 
les preuves sont tout-à-fait valables en inégales caractéristiques) pour une description 
civilisée des recouvrement cdh (à raffinement près). 
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Un préfaisceau de S'^-spectres E sur la catégorie des schémas vérifie la propriété 
de descente relativement à la topologie cdh si et seulement s'il vérifie la propriété de 
descente relativement à la topologie de Nisnevich et si, pour tout éclatement abstrait 
p : X' — > X de centre Z , le carré commutatif 

E{X) ^E{X') 



E{Z) 



■E{p-\Z)) 



est homotopiquement (co)cartésien; voir |VoelOL IVoelO| . 

Proposition 3.7. — Soit p : X' — > X un éclatement abstrait de centre Z. On 
considère le carré cartésien de schémas correspondant ci-dessous. 



p-\Z) 



■X' 



X 



On note enfin r = pk 
carré commutatif 



iq : p 

E- 



X . Alors, pour tout objet E de S'H{X), le 
-^Rp^Lp*E 



m* 1.1* E ^ Rr* 'Lr*E 

est homotopiquement cocartésien. 

Démonstration. — Soit j : U = X — Z — 5- X l'immersion ouverte complémentaire 
de i. Par le théorème de localisation et par le théorème de changement de base lisse, 
l'image du carré considéré par le foncteur Lj* est le carré 

Lj*E ^^Lj*E 



^0 

et, de même, en vertu des théorèmes de localisation de changement de base propre, 
son image par le foncteur Li* est le carré 

Li*E ^Rg* Lq* Li*E 



Li*E ^'Rq^Lq*Li*E 

Les deux carrés ci-dessus étant trivialement homotopiquement cocartésiens, et les 
foncteurs Li* et Lj* formant une famille conservative de foncteurs exacts p. 2p . cela 
prouve la proposition. □ 
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Proposition 3.8. — Pour tout morphisme de schémas f : S' — > S, le morphisme 
canonique 

l,f*{KGL) — > KGL 
est un isomorphisme dans S'H{S'). 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de la description de KGL comme le P^- 
spectre périodique associé au morphisme canonique — > Z x BGLao ; voir la re- 
marque 12.131 □ 

Théorème 3.9. — La K -théorie invariante par homotopie vérifie la propriété de 
descente relativement à la topologie cdh. En particulier, pour tout éclatement abstrait, 
de centre Z, p : X' — y X, le carré cartésien de schémas 

p-\Z) ^X' 



Z ^ X 

induit le carré homotopiquement (co)cartésien de -spectres ci-dessous. 

KH{X) ^ KH{X') 



KH{Z) ^ KH{p-^{Z)) 

Démonstration. — On sait que KH vérifie la propriété de descente relativement à 
la topologie de Nisnevich. Pour vérifier la descente cdh, il sufht donc de montrer la 
propriété de Mayer-Vietoris relativement aux éclatements abstraits ; or, en vertu de 
la proposition précédente et du théorème 12.151 cela résulte de l'évaluation en X du 
carré homotopiquement (co)cartésien de la proDOsition l3 . 71 appliquée k E = KGL. □ 

Corollaire 3.10. — Pour tout entier q > 0, la K -théorie de Bass-Thomason Tro- 
baugh à coefficients dans Z[l/q] (resp. dans Z/qZ) vérifie la propriété de descente 
relativement à la topologie cdh pour les Z/qZ-schémas (resp. les Z[l/q]- schémas). 

Démonstration. — Cela résulte du théorème 13.91 et de |TT90I Théorème 9.6]. □ 

En guise d'application, on en déduit la forme faible suivante de la conjecture de 
Weibel en caractéristique positive, sous l'hypothèse de l'existence locale de résolutions 
des singularités (on rappelle que cela n'est connu qu'en caractéristique nulle). 

Théorème 3.11. — Soit k un corps. On suppose que k admet une résolution locale 
des singularités dans le sens où, pour tout k-schéma de type fini X , il existe un 
recouvrement cdh X' — > X avec X' régulier. Alors, pour tout k-schéma de dimension 
de Krull < d, et pour tout X-schéma lisse U , on a 

KHi{U) = pour tout i < —d. 

Si, sous les mêmes hypothèses, le corps k est de caractéristique p > 0, on a donc : 

ivrf ([/) Z[l/p] = pour tout i < -d. 
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Démonstration. — Notons E le préfaisceau de S'^-spectres sur la catégorie des S"- 
schémas de type fini défini par 

U I — > KH{U xsX). 

On déduit du théorème 13.91 que, pour tout fc-schéma de type fini U, on a, pour tout 
entier n, un isomorphisme canonique 

On dispose donc de la suite spectrale ci-dessous 

= HU{S,H''iE)) ^ KH^,^,{X) , 

où H'^{E) désigne le préfaisceau de groupes abéliens U i — > KH-q{U X5 X), et 011 
7î*jj^(X, F) désigne la cohomologie de X à coefficients dans le faisceau cdh associé 
à F. Or, pour ç > 0, le faisceau cdh associé à H'^{E) est isomorphe à zéro : comme 
on a supposé que k admet une résolution des singularités locale, il suffit de vérifier 
que KH-q{Y) = pour Y régulier, ce qui est bien connu. D'autre part, la dimen- 
sion cohomologique cdh étant majorée par la dimension de Krull (voir l'appendice 
de [SVOO| ). on a E^'"^ = dès que p > d, et la suite spectrale ci-dessus converge 
fortement, ce qui achève la démonstration de la première assertion. 

Dans le cas très hypothétique où k est un corps de caractéristique p > qui admet 
une résolution des singularité locale au sens ci-dessus, on obtient la seconde assertion 
à partir de la première grâce à |TT90[ Théorème 9.6]. □ 
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